VII. M A T R I K S (3)

7.7. Transpos Matriks



Mentransposkan (transposi) suatu matriks berarti mengubah matriks tersebut menjadi sebuah matriks baru dengan cara saling menukarkan posisi unsur-unsur baris dan unsur-unsur kolomnya.  Hasil transpos  suatu matriks dinamakan matriks transpos, dilambangkan dengan menambahkan tanda aksen pada matriks asalnya.  Karena dalam transposi terjadi pertukaran garis menjadi kolom dan kolom menjadi baris, maka transpos dari Amxn adalah A'nxm dan konsekuensinya aij = a'ji.


    
  a11 …… a1n                                             a11 …… a1m            




             .            .                                                 .           .


Amxn =       .            .         transposnya:  A'nxm =        .           .

 

    .
       .


                             .           .



          am1 …… amn                                                                    an1 …… anm


Transpos dari suatu matriks transpos adalah matriks asalnya.  Transpos dari suatu matriks diagonal adalah matriks diagonal itu sendiri.  Transpos dari suatu vektor baris adalah vektor kolom, sebaliknya transpos suatu vektor kolom adalah vektor baris. 

Contoh :


a).
          1     3      5   ' 
         1      2       








          =      3       4


             
2      4      6    2x3           5       6    3x2         


b).
          1     2    ' 
          1      3      5       





          3     4             =


            
          5     6     3x2           2      4      6   2x3          


c).
          
9      7   ' 
         9      2       






                     =     


             
2      4    2x2          7      4     2x2         


d).
          9     3    ' 
           9      3              





                               =


            
          3     4     2x2            3      4     2x2          


e).
          
3      0      0   '

3      0      0       






0      6      0            =
0      6      0


             
0      0      9    3x3            0      0      9    3x3         


f).


                                  3                





         3      6     9   ' =           6


            
                            1x3                 9    3x1

g).
           3   '                  






           6          =     3       6      9   1x3

            
           9   3x1
7.7.1.  Transpos Penjumlahan dan Pengurangan



Transpos dari jumlah atau selisih beberapa matriks adalah jumlah atau selisih transpos matriks-matriksnya.



(Amxn ± Bmxn ± Cmxn)' = A'nxm ± B'nxm ± C'nxm
Contoh:

Andaikan:



       2      4      6                    7      5     
3                     1      9     2             

    A =
                               B =         

             C =


       3      6      9
             8      4      8                    5      0     7      

maka:



                          10    18    11   '        10     16


        (A + B + C)' =
                            =     18     10
    


                          16    10    24            11     24 

Atau alternatifnya :



                          2    3        7    8       1    5           10     16


         A'+ B' + C' =    4    6   +   5    4   +   9    0    =     18     10
    


                          6    9        3    8       2    7           11     24 

Sedangkan:



                          8      0      7   '          8       6


        (A + B - C)' =
                           =      0     10
    


                          6    10    10              7
    10 

Atau alternatifnya



                          2    3        7    8       1    5            8       6


         A'+ B' - C'  =    4    6   +   5    4   -   9    0    =      0     10
    


                          6    9        3    8       2    7            7     10 



Untuk transpos penjumlahan sebagaimana halnya pada operasi penjumlahan matriks, berlaku pula kaidah komutatif dan kaidah asosiatif, yaitu bahwa :



(A + B)' = (B + A)'  atau  A' + B' = B' + A' 
(komutatif)



{ A + (B + C)} = { (A + B) + C }' = A' + B' + C'
(Asosiatif)

7.7.2.  Transpos Perkalian



Transpos dari perkalian matriks dengan skalar adalah perkalian skalar dengan transpos matriknya. Transpos dari perkalian antar matriks adalah perkalian transpos matriks-matriksnya dengan susunan yang terbalik

(λA)΄ = λA΄

(Amxn Bnxp Cpxq)' = C'qxp B'pxn A'nxm
Contoh:

a). 

            2     4     6   '           2     4     6   '         2     5            6    15 


       3                        =  3         
            = 3    4     3     =   12      9

                  5     3     1
           5     3     1             6     1          18      3

b).  Andaikan:

 

             4      3                    1     2     3                    7             


   A =                         B =         
                  C =     8      

                   1      2     
           4     5     6                    9           

maka: 



             4      3       1     2     3       7            566 

    ABC =                                 
            8     =            

                   1      2       4     5     6       9            294       



                 566   '      

    (ABC)'  =                  =      566     294           
 

                       294               

Atau alternatifnya:



                                                1      4       4      1             

    (ABC)' = C'B'A' =   7     8      9     2      5                 
 =    566    294          

                                                      3      6       3      2       



Untuk transpos perkalian matriks dengan skalar, sebagaimana halnya pada operasi perkalian matriks dengan skalar, berlaku kaedah komutatif dan kaedah distributif, yaitu :


(λA)΄ = (Aλ)΄  atau   λA΄ = A΄λ
              Komutatif


{ λ (A ± B)}΄ = (λA ± λB)΄= λA΄± λB΄              Distributif



Sedangkan untuk transpos perkalian antar matriks, sebagaimana halnya pada operasi perkalian antar matriks, berlaku kaidah asosiatif dan kaedah distributif, yaitu bahwa :


{ A (BC)}( = { (AB) C}( = (ABC)( = C(B(A(

    Asosiatif


{ A (B ± C)}( = (AB ± AC)( = B(A( ± C(A(   



                                                                      Distributif


{ (A ± B)C}( = (AC ± BC)( = C(A( ± C(B(



7.8. Determinan Matriks


Determinan dari sebuah matriks ialah penulisan unsur-unsur sebuah matriks bujursangkar dalam bentuk determinan, yaitu diantara dua garis tegak atau ( (. Determinan dari matriks A dituliskan dengan notasi (A ( atau  DA.

Ada tiga hal yang membedakan determinan dari matriks :

a. Determinan unsur-unsurnya diapit dengan dua garis tegak, sedangkan matriks unsur-unsurnya diapit dengan tanda kurung.

b. Determinan senantiasa berbentuk bujursangkar (jumlah baris = jumlah kolom), sedangkan matriks tidak demikian.

c. Determinan mempunyai nilai numeris, tetapi tidak demikian dengan matriks.



Pencarian nilai numeris dari suatu determinan dapat dilakukan dengan cara mengalikan unsur-unsur secara diagonal.





                a11  a12                                          a11   a12 
Matriks A =                   , determinannya:  A   =                 = a11a22 - a21a12

               a21  a22


                   a21   a22
Secara skematis penyelesaian matriks berdimensi dua adalah :


                      


                a11  a12                                           

                                      =  1 - 2                   


               a21  a22


                    

Penyelesaian determinan berdimensi tiga secara skematis adalah :



                      

  a11   a12   a13                                        

  a21   a22   a23  = a11a22a33+a12a23a31+a13a32a21-a31a22a13-a21a12a33-a11a23a32                    

  a31   a32    a33

                    

Atau dengan metode Sarrus :


                                        

     a11    a12    a13     a11    a12 

     a21    a22    a23     a21     a22            

     a31    a32     a33        a31    a32

                    

                           1            


     A   =           +       +          -          +       + 

Contoh: 





                 2      3                       2     3 
Matriks A =                            A   =                = 2.5 – 4.3 = 10 –12 = - 2

                4      5

         4     5



                 1     2      3                        

Matriks B =     4     5      6                        


                7     8      9

 


              1     2     3

     B   =     4       5       6    = 1.5.9 + 2.6.7 + 3.8.4 – 7.5.3 – 4.2.9 – 1.6.8 = 0 

    7     8     9

7.8.1.  Minor dan Kofaktor



Prinsip penyelesaian determinan dengan cara seperti dikemukakan diatas hanya berlaku sampai dengan determinan berdimensi tiga, dan tidak dapat dipakai untuk penyelesaian determinan yang berdimensi lebih tinggi. Berkenaan dengan itu, Laplace telah berhasil menemukan suatu cara penyesaian yang berlaku untuk determinan berdimensi berapapun, yakni dengan menggunakan minor dan kofaktor dari determinan yang bersangkutan. Perhatikan kembali penyelesaian determinan berdimensi tiga :


   A    = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a32a21 - a31a22a13 - a21a12a33 - a11a23a32
Penulisan ini bisa diubah menjadi :

  A  = (a11a22a33 - a11a23a32) + (a12a23a31 – a21a12a33) + (a13a32a21 – a31a22a13)

      = a11 (a22a33 - a23a32) – a12 (a21a33 – a23a31) + a13 (a32a21 – a31a22)


          a22   a23              a21   a23                       a21    a22  
      = a11                           –  a12                              +  a13

         a32   a33

    a31   a33                       a31    a32
                    M11                             M12                                 M13
       = a11M11 - a12 M12  + a13M13
             n


  =   ∑ aij Mij
           i,j =1      



Ternyata bahwa determinan A atau (A( terdiri dari beberapa sub-determinan dengan menghilangkan baris-baris dan kolom-kolom tertentu. Sub determinan ini dinamakan minor.  Suatu minor secara umum dikembangkan dengan Mij.

M11 adalah minor dari unsur a11, diperoleh dengan jalan menghilangkan baris ke-1 dan kolom ke-1 dari determinan  A  .

M12 adalah minor dari unsur a12, diperoleh dengan jalan menghilangkan baris ke-1 dan kolom ke-2 dari determinan  A  .

  M13 adalah minor dari unsur a13, diperoleh dengan jalan menghilangkan baris ke-1 dan kolom ke-3 dari determinan (A (.

Penulisan determinan dalam bentuk minor seperti diatas dapat diubah menjadi penulisan dalam bentuk kofaktor. Kofaktor dari determinan (A( untuk minor tertentu Mij dilambangkan dengan Aij. Hubungan antara kofaktor dan minor :


 Mij adalah minor dari unsur aij yang diperoleh dengan jalan menghilangkan baris ke-i dan kolom ke-j dari determinan (A (.

                                                                                                                               i+j
         Aij adalah kofaktor dari unsur aij yang harganya = (-1)    Mij

                                   1+1                       2
   
A11 = (-1)    M11  = (-1)   M11 =  + M11
                                   1+2                       3
   
A12 = (-1)    M12  = (-1)   M12 =  - M12

                                   1+3                       4
   
A13 = (-1)    M13  = (-1)   M13 =  + M13


Kofaktor Aij adalah sama dengan minor Mij itu sendiri jika i+j menghasilkan bilangan genap, dan Aij adalah negatif dari Mij apabila i+j menghasilkan bilangan ganjil.

Dengan demikian penulisan :

                                                       n

  A   = a11M11 - a12 M12  + a13M13 n =  ∑ aij Mij
                                                      i,j =1

Dalam bentuk kofaktor menjadi :


  A   = a11A11 + a12 A12  + a13A13
Atau


       n

  A   =  ∑ aij Aij 

untuk setiap baris ;   i = 1, 2, ……, n

           i =1      


       n

  A   =  ∑ aij Aij 

untuk setiap kolom ;   j = 1, 2, ……, n

           j =1      



Metode penyelesaian determinan yang dikenalkan oleh Laplace ini, dikenal dengan metode ekspansi dengan kofaktor, dapat diterapkan untuk determinan berdimensi berapapun.

Contoh :


              1     2     3

                  4       5       6     

    7     8     9

                      


                5      6                                                   2
          M11 =                 =  45 – 48 = - 3         A11 =  (-1)  (-3) = -3          


               8      9


                    


                4      6                                                   3
          M12 =                 =  36 – 42 = - 6         A12 =  (-1)  (-6) =  6          


               7      9


                    


                4      5                                                   4
          M13 =                 =  32 – 35 = - 3         A13 =  (-1)  (-3) = -3          


               7      8


                    


       1     2     3

         4       5       6      = a11A11 + a12 A12  + a13A13  = 1 (-3) + 2(6) + 3(-3) = 0  
       7     8     9

7.8.2.   Sifat-Sifat Determinan

a. Nilai determinan tidak berubah jika semua baris dan kolomnya saling bertukar letak, dengan kata lain determinan dari matriks sama dengan determinan dari matriks tranposnya A', atau (A( = (A'(.

b. Nilai determinan berubah tanda (tapi nilai mutlaknya tetap) jika dua baris atau dua kolomnya bertukar letak.

c. Nilai determinan adalah nol jika terdapat dua baris atau dua kolom yang unsur-unsurnya sama.

d. Nilai determinan adalah nol jika terdapat dua baris atau dua kolom yang unsur-unsurnya sebanding.

e. Nilai determinan adalah nol jika unsur-unsur pada salah satu baris atau kolom semuanya nol.

f. Jika setiap unsur pada salah satu baris atau kolom dikalikan dengan suatu bilangan, nilai determinannya adalah sama dengan perkaliannya dengan bilangan tersebut.

g. Jika semua unsur merupakan penjumlahan dari dua suku atau lebih, determinannya dapat dituliskan sebagai penjumlahan dari dua determinan atau lebih.

h. Jika nilai determinan dari suatu matriks sama dengan nol, matriksnya dikatakan singular dan tidak mempunyai invers.  Jadi bila (A (( 0,  A non singular dan A-1 ada.

i. Pada penguraian determinan (ekspansi Laplace), nilai determinan sama dengan nol jika unsur suatu baris atau kolom dikalikan dengan kofaktor unsur baris atau kolom yang lain, tetapi tidak sama dengan nol jika unsur suatu baris atau kolom dikalikan dengan kofaktor unsur baris atau kolom itu sendiri.


7.8.3. Adjoin Matriks


Adjoin dari suatu matriks ialah transpos dari matriks kofaktor- kofaktornya.




Adj. A = [ Aij ]'

Contoh :


                              1    2    3                                 1     2     3

   Andaikan  A =     4    5    6       , maka    A   =     4     5     6                    

                    7    8    9

                     7     8     9


                5      6                                                   2
          M11 =                 =  45 – 48 = - 3         A11 =  (-1)  (-3) = -3          


               8      9


                    


                4      6                                                   3
          M12 =                 =  36 – 42 = - 6         A12 =  (-1)  (-6) =  6          


               7      9


                    


                4      5                                                   4
          M13 =                 =  32 – 35 = - 3         A13 =  (-1)  (-3) = -3          


               7      8


                    


                2      3                                                   3
          M21 =                 =  18 – 24 = - 6         A21 =  (-1)  (-6) =  6          


               8      9


                    


                1      3                                                   4
          M22 =                 =  9 – 21 = - 12         A22 =  (-1)  (-12) = -12          


               7      9


                    


                1      2                                                 5
          M23 =                 =  8 – 14 = - 6           A23 =  (-1)  (-6) =  6          


               7      8


                    


                2      3                                                   4
          M31 =                 =  12 – 15 = - 3         A31 =  (-1)  (-3) = -3          


               5      6


                    


                1      3                                                   5
          M32 =                 =  6 – 12 = - 6           A32 =  (-1)  (-6) =  6          


               4      6


                    


                1      2                                                   6
          M33 =                 =  5 – 8 = - 3             A33 =  (-1)  (-3) = -3          


               4      5


                    


                        A11    A12    A13              -3      6     -3

          Aij    =     A21     A22    A23      =        6   -12      6                    

              A31     A32      A33              -3      6     -3


                                       -3       6    -3    '            -3        6     -3

         Adj. A =  [ Aij ]'  =      6    -12     6        =        6     -12      6                    

                             -3       6    -3

-3        6     -3

Catatan :

Dalam contoh ini secara kebetulan metriks kofaktor [Aij] sama dengan transposnya, [Aij] = [Aij]', berarti matriks kofaktor tersebut adalah matriks simetri.
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                          i+j


   Aij = ( - 1)    Mij








