VII. M A T R I K S (2)

7.5.  Pengoperasian Matriks

7.5.1.  Penjumlahan dan Pengurangan Matriks


Dua buah matriks hanya dapat dijumlahkan atau dikurangkan apabila keduanya berorde sama.  Jumlah (selisih) dua matriks A = (aij) dan B = (bij) adalah sebuah matriks baru C = (Cij) yang berorde sama, yang unsur-unsurnya merupakan jumlah (selisih) unsur-unsur A dan B.

Contoh:   A ( B = C




      2   - 3      5
      1      6     2             3     3      7     


                               +                           =

               8      2     4
      0
   4      5             8      6      9




      2    - 3     5
      1      6     2             1    - 9     3     


                               -                           =

               8      2     4
      0
    4      5             8    - 2    -1


Karena penjumlahan antar bilangan bersifat komutatif dan asosiatif, padahal matriks adalah kumpulan bilangan, maka untuk penjumlahan antar matriks berlaku pula kaidah komutatif dan kaidah asosiatif.

Kaidah Komutatif:

A + B = B + A

Kaidah Asosiatif:

A + (B + C) = (A + B) + C = A +B + C

7.5.2. Perkalian Matriks dengan Skalar
Hasil kali suatu matriks A = (aij) dengan suatu skalar atau bilangan riil λ adalah sebuah matriks baru B = (bij) yang berorde sama dan unsur-unsurnya λ kali unsur-unsur A (bij = λaij).


Contoh :




     a11    a12     a13
                                ( a11    ( a12    ( a13 


A =                                 , maka  ( A  =                        

              a21    a22     a23
                                ( a21    ( a22    ( a23            




      2    - 3     5
                               6    - 9      15                  


A =                               ,  maka  3A =

               8      2     4
                             24
  6      12             



Untuk perkalian matriks dengan skalar berlaku kaedah komutatif dan kaidah distributif.



Kaidah komutatif
:   λA = Aλ



Kaidah distributif
:   λ (A ( B)  =  λA  (  λB

Perkalian matriks A dengan skalar –1 menghasilkan –A yang merupakan negatif dari matriks A.

7.5.3. Perkalian Antar Matriks

Dua buah matriks hanya dapat dikalikan apabila jumlah kolom dari matriks yang dikalikan sama dengan jumlah baris dari matriks pengalinya.  Hasil kali dua buah matriks Amxn dengan Bnxp adalah sebuah matriks baru Cmxp, yang unsur-unsurnya merupakan perkalian silang unsur-unsur baris matriks A dengan unsur-unsur kolom matriks B.




Amxn x Bnxp = Cmxp
Contoh :

a).




          2    - 3     5
                                    3      5                  


A2x3 =                                              B3x2 =     6    - 7

                   8      2     4
                                    2      9             

 



                                 a11      a12 


maka :   A2x3 x B3x2 = C2x2 =                             


                                              a21      a22 

C11 =  a11b11 + a12b21 + a13b31 = (2)(3) +  (-3)(6) + (5)(2) =   6 – 18 + 10 =  - 2

C12 =  a11b12 + a12b22 + a13b32 = (2)(5) + (-3)(-7) + (5)(9) = 10 + 21 + 45 = 76 C21 =  a21b11 + a22b21 + a23b31 = (8)(3) +   (2)(6) + (4)(2) =  24 + 12 +   8 = 44

C22 =  a21b12 + a22b22 + a23b32 = (8)(5) +  (2)(-7) + (4)(9) =  40 – 14 + 36 = 62

 



                    - 2      76


Jadi :   A x B = C =                             


                                 44     62 

Penyelesaian langsung dapat dilakukan dengan cara sebagai berikut :

           2    - 3     5
       3      5            2.3 + -3.6 + 2.5    2.5 + -3.-7 + 5.9        

AB = 


       6    - 7     =  

           8      2     4
       2      9             8.3 + 2.6 + 4.2    8.5 +  2.-7 + 4.9

  

           - 2     76

     =

            44     62

b). 

           1      2       5      7           1.5 + 2.6     1.7 + 2.8          17     23

AB = 


              =                                          =  

           3      4
6      8           3.5 + 4.6     3.7 + 4.8          39     53

Untuk perkalian atar matriks berlaku kaidah asosiatif dan kaidah distributif, tetapi tidak berlaku kaedah komutatif.



Kaidah asosiatif
:   A (BC) = (AB) C



Kaidah distributif
:   A (B ( C) = AB ( AC





              (A ( B)C = AC ( BC

Pengoperasian Vektor


Mengingat vektor pada hakikatnya juga merupakan suatu matriks, yakni bentuk matriks khusus, maka prinsip-prinsip  dan syarat-syarat pengoperasian matriks berlaku pula untuk pengoperasian vektor.  Begitu juga dengan kaidah-kaidah yang menyertainya.

7.6. Bentuk-Bentuk Khas Matriks



Matriks memiliki berbagai bentuk khas berkenaan dengan unsur yang dikandungnya.

a.  Matriks Satuan (Matriks Identitas)

Matriks satuan/identitas adalah matriks bujursangkar yang semua unsur pada diagonal utama adalah 1 sedangkan unsur lainnya adalah nol.  Diagonal utama adalah diagonal yang mengurutkan unsur baris pertama kolom pertama ke unsur baris terakhir kolom terakhir, yakni diagonal yang bergerak dari sudut kiri atas menuju ke sudut kanan bawah.

Dinamakan matriks satuan karena sifat matriks semacam ini mirip dengan notasi In, dimana indeks n mencerminkan ordenya.  Demikian pula I2 berarti matriks satuan (identitas) berorde 2 x 2, I5 berarti matriks satuan beorde 5 x 5, dan seterusnya.

Contoh :




               1      0
                                1      0     0                  


        I2 =                                        I3 =
    0      1     0





      0      1   


    0      0     1

b.  Matriks Diagonal

Matriks diagonal ialah matriks bujursangkar yang semua unsurnya nol kecuali pada diagonal utama.


Contoh :



       3      0
          3     0     0
           2      0     0           1     0 


                                0   - 2     0
           0      2     0


       0      5
 ,
0      0     7     ,       0      0     2     ,     0     1



Matriks diagonal pada contoh terakhir diatas sekaligus juga adalah matriks identitas (satuan).  Yang terakhir ini memang merupakan bentuk khusus atau bagian dari matriks diagonal. Jika dua matriks diagonal yang seorde dikalikan, hasilnya adalah matriks diagonal juga.

c.  Matriks Nol


Matriks nol adalah matriks yang semua unsurnya nol. Matriks semacam ini lazim dilambangkan  dengan angka 0.   

Contoh :




               0      0
                                0      0     0                  

           O2x2 =                                       I2x3 =
    0      0     0





      0      0   


    0      0     0

Setiap matriks jika dikalikan dengan matriks nol akan menghasilkan matriks nol.

d.  Matriks Transpos

Matriks transpos adalah matriks ubahan dari matriks lain yang sudah ada sebelumnya, dimana unsur-unsur barisnya menjadi unsur-unsur kolom dan unsur-unsur kolomnya menjadi unsur baris.

Matriks transpos biasanya dituliskan dengan menambahkan aksen (') pada matriks aslinya. Transpos dari matriks Amxn = (aij) adalah A'nxm = (aji)

Contoh :   


a).
          2     3     
                        2      1       





A =


             A' =



             
1      4                                 3      4           


b).

3     0     0


     3      0     0            





B =
0   - 2     0

    B' =    0
 - 2
 0






0     0     7            

     0      0     7      


c).


2      3      


     2      4     6            





C =
4      6      
    
    C' =


 




6      9


     3      6     9

Transpos dari suatu matriks transpos adalah matriks aslinya jadi, (A')' = A
atau (B')' = B.


Contoh :



       1      2      3                    1      4
                  1      2     3             

    B =
                              B' =     2      5
    (B')' =                          = B


       4      5      6
             3      6                       4      5     6      

e.
 Matriks Simetri
 

Matriks simetri ialah matriks  bujursangkar yang sama dengan transposnya.  Matriks A dikatakan simetri apabila A = A'

Contoh :


a).
          1     3     
                        1      3       





A =


             A' =



             
3      7                                 3      7           



A  adalah matriks simetri


b).

 2   - 5     8


       2    - 5     8            





B =   - 5     4     7

    B' =    - 5
     4
   7






 8     7     9            
       8      7     9      




B  adalah matriks simetri



Jika suatu matriks simetri dikalikan dengan transposnya, hasilnya adalah kuadrat dari matriks tersebut.  Jadi bila A simetri, maka AA' = AA = A2. Matriks identitas (satuan) juga merupakan matriks simetri.

f.  Matriks Simetri Miring

Matriks simetri miring adalah matriks bujursangkar yang sama dengan negatif transposnya, matriks A dikatakan simetri miring (skew symmetric) apabila A = - A' atau A' = - A.

Contoh :


a).

 0     5   - 4                           0    - 5     4            





A =   - 5     0   - 2

    A' =      5
     0
   2






 4     2     0            
    - 4    - 2
   0      


         

 0     5   - 4                                        




       - A' =   - 5     0  - 2
   = A     






 4     2     0            
        




A adalah matriks simetri miring


b).

 0     2   - 9     1                    0    - 2     9     1            





B =   - 2     0     5
 - 4
     B' =     2
     0   - 5     4     = - B






 9   - 5     0   - 3            
    - 9      5     0     3






 1     4     3     0                    1    - 4   - 3     0



B adalah matriks simetri miring.

Ciri khas dari matriks simetri miring adalah bahwa diagonal utamanya terdiri dari unsur-unsur nol.

g.  Matriks Invers

Matriks invers adalah matriks yang apabila dikalikan dengan suatu matriks bujursangkar menghasilkan matriks satuan (identitas). Jika A adalah suatu matriks bujursangkar, maka inversnya dituliskan dengan notasi :  A-1 , dan  AA-1 = 1.

Contoh :


a).
 1     6     
            - 3/21   6/21                      1     0




   A =


 A-1 =
                                AA-1 =                = I


              4     3                      4/21  - 1/21                      0     1


 A-1 adalah invers dari A sebab AA-1 = 1

b).
    1     2     3

  0,8    - 0,2   - 0,8            




   B =
  - 1     0     4
B-1 =
- 0,2    - 0,2     0,7





    0     2     2            
  0,2
    0,2  - 0,2      





      1
    0      0                                        




 BB-1 =     0
    1      0
= I     

                         0
    0      1            




 B-1  adalah invers dari B sebab BB-1 = 1.

Tugas 7

   ( A  =  A (








