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ALJABAR LINEAR DAN MATRIKS
	RUANG HASIL KALI DALAM

Pertemuan : 9,10,&11
TUJUAN INSTRUKSIONAL KHUSUS :
1. Menghitung hasil kali dalam baku dan hasil kali silang.
2. Menggunakan aksioma hasil kali dalam untuk memeriksa ruang hasil kali dalam
3. Mengetahui sifat-sifat ruang hasil kali dalam
4. Menggunakan sifat-sifat basis ortogonal dan basis ortonormal
5. Menggunakan metode Gram-Schimdt untuk menentukan basis ortogonal. 



Materi 	:
1. 
2. 
3. 
4. 
4.1 Hasil Kali Dalam Baku
Definisi 4.1 




Jika dan  adalah vektor-vektor kolom dalam ruang berdimensi 2 maka  dinotasikan sebagai hasil kali titik/hasil kali skalar											  	



Jika dan  adalah vektor-vektor kolom dalam ruang berdimensi 3 maka  							


Hasil kali dalam baku untuk  didefinisikan sebagai hasil kali skalar

Definisi 4.2 





Jika dan  adalah vektor-vektor dalam ruang berdimensi 2 dan berdimensi 3, adalah sudut antara dan , maka hasil kali titik atau hasil kali dalam Euclidean    

 			

Definisi 4.3


Jika dan  adalah vektor-vektor tak-nol, maka sudut dari dua buah vektor dapat ditentukan dengan cara		

					
 Latihan 4.1
1. 


Jika  tentukan  dan 
2. 




Diketahui dan Tentukan sudut antara dan .


4.2 Hasil Kali Silang
Dalam penerapan vektor dalam ruang berdimensi 3 kadang-kadang diperlukan suatu vektor yang tegak lurus terhadap dua vektor yang diketahui, untuk itu diperkenalkan sebuah jenis perkalian vektor yang menghasilkan vektor-vektor tersebut



Definisi 4.4 


Jika adalah vektor-vektor dalam ruang berdimensi 3 maka hasil kali silang adalah vektor yang didefinisikan sebagai 

				

Contoh 4.1:


Carilah dimana . 
Penyelesaian :
Susun dalam bentuk matriks



Maka		 

 Latihan 4.2
a. 


Hitunglah  dimana dan 
b. 

Kemudian tentukan  dan 
c. 

Hitunglah  dan . Apa yang dapat Anda simpulkan dari hasil perhitungan tersebut?
d. 
Periksalah apakah 

4.3 Ruang Hasil Kali Dalam
Definisi 4.5


Hasil kali dalam (dinotasikan <. ,.>) adalah fungsi yang mengaitkan setiap vektor di ruang vektor V dengan suatu bilangan riil dan memenuhi aksioma berikut. Misalkan V adalah ruang vektor, suatu skalar, maka berlaku:
1. 
Simetris 	: 
2. 
Aditivitas	: 
3. 
Homogenitas	: 
4. 

Positifitas	: dan 
Ruang vektor yang dilengkapi dengan hasil kali dalam disebut ruang hasil kali dalam.

Contoh 4.2
1. 
[bookmark: _GoBack]Ruang hasil kali dalam Euclides ()


Misalkan  maka . 
2. 
Panjang vektor di dapat dinyatakan sebagai bentuk hasil kali dalam yaitu 

 
	Dapat ditunjukkan bahwa sifat simetris, aditivitas, homogenitas dan positifitas dipenuhi
3. 

Jarak antara dua vektor dinyatakan dengan juga dapat dinyatakan sebagai bentuk hasil kali dalam.

         		
4. 


Misalkan W yang dilengkapi dengan operasi hasil kali dimana . Tunjukkan W adalah ruang hasil kali dalam.
a. Simetris

Ambil sembarang maka


b. Aditivitas

Ambil sembarang maka



		

		

		

		
c. Homogenitas

Ambil skalar maka 




d. Positifitas

Ambil maka




Karena maka 

dan 

5. 
Tunjukkan bahwa bukan merupakan hasil kali dalam 



Perhatikan untuk saat maka 
Sehingga tidak memenuhi sifat positivitas.

 Latihan 4.3 
a. 

Periksa apakah adalah suatu hasil kali dalam pada 
b. 

Periksa apakah adalah suatu hasil kali dalam pada 
c. 

Periksa apakah  adalah hasil kali dalam pada 


Teorema 4.1
Berikut ini beberapa sifat dari vektor-vektor dalam ruang hasil kali dalam


Jika adalah vektor-vektor dalam ruang hasil kali dalam real, dan adalah skalar sembarang maka :
a. 

b. 

c. 

d. 

e. 


 Latihan 4.4 
1. Buktikan Teorema 4.1
2. 

Jika  didefinisikan hasil kali dalam untuk maka


 dan 


Tentukan jika 

Definisi 4.6




Dua buah vektor dan  dalam disebut ortogonal jika 

 Latihan 4.5 

Tunjukkan bahwa matriks  saling ortogonal

4.4 Basis Ortonormal
Definisi 4.7



Diketahui V adalah ruang hasil kali dalam dan . disebut himpunan ortogonal jika untuk setiap vektor dalam V saling tegak lurus berlaku .

Definisi 4.8


Diketahui V adalah ruang hasil kali dalam dan . disebut himpunan ortonormal jika
· G adalah himpunan ortogonal
· 
Norma dari 




 Latihan 4.6 


Diketahui dan adalah ruang hasil kali dalam. 
a. 
Tunjukkan bahwa ortogonal
b. 

Hitunglah 
c. 



Tentukan           
d. 
Hitunglah 

NB: Vektor disebut vektor satuan karena vektor ini mempunyai panjang 1.

4.5 Metode Gram-Schimdt
Basis yang berisi vektor-vektor ortonormal disebut basis ortonormal dan basis yang berisi vektor-vektor ortogonal disebut basis ortogonal.
Perhatikan gambar berikut




                                                                         









 adalah proyeksi ortogonal pada W dan adalah proyeksi ortogonal pada W┴. Jika   maka   sehingga


               dapat dituliskan menjadi                                                             

Teorema 4.2
Misalkan W adalah subruang berdimensi tehingga dari suatu ruang hasil kali dalam V.
a. 


Jika adalah suatu basis ortonormal untuk W, dan adalah sebarang vektor dalam V maka 		
b. 

Jika adalah suatu basis ortogonal untuk W dan adalah sebarang vektor dalam V maka 



 Latihan 4.7



W adalah subruang yang dibangun oleh   vektor-vektor ortonormal , .
a. 
Tentukan proyeksi ortogonal dari  =(1,1,1) pada W 
b. 
Tentukan proyeksi ortogonal dari =(1,1,1) pada W┴


Definsi 4.9
Metode Gram-Schimdt adalah metode yang digunakan untuk mengubah himpunan vektor yang bebas linear menjadi himpunan vektor ortogonal. 


Misalkan diketahui B = adalah himpunan vektor yang bebas linear, maka B dapat diubah menjadi himpunan S =  yang ortogonal dengan cara:
1. 
  
2. 

3. 

4. 

5. ...
6. 



Contoh 4.3:




Diketahui adalah basis untuk ruang vektor R2 dengan hasil kali dalam. , , . Maka :
a. 

Ubahlah basis  menjadi basis ortogonal 
b. 

Ubahlah basis  menjadi basis ortonormal 

Penyelesaian
1. 

2. 

3. 


    

Jadi 
Setelah dihitung diperoleh norma dari masing-masing vektor 


	Sehingga diperoleh basis ortonormal 

			

					

 Latihan 4.7


Diketahui dengan adalah basis 
a. 
Ubahlah   menjadi basis-basis ortogonal.
b. 
Ubahlah  menjadi basis-basis ortonormal.

Salah satu kegunaan dalam menggunakan basis ortonormal adalah sebagai berikut:
Teorema 4.2


Jika adalah suatu basis ortonormal untuk suatu ruang hasil kali dalam V, dan maka berlaku:



 Latihan 4.7

Diberikan suatu basis-basis ortonormal yang relatif terhadap suatu ruang hasil kali dalam. Tentukan vektor koordinat terhadap basis yang bersangkutan.
1. 

2. 


IF/2017           36

image2.wmf
v


image39.wmf
(,)

duv


oleObject55.bin

image40.wmf
1/2

222

1122

(,),

()()...()

nn

duvuvuvuv

uvuvuv

=-=--

=-+-++-


oleObject56.bin

image41.wmf
3

R

Í


oleObject57.bin

image42.wmf
112233

,23

uvuvuvuv

=++


oleObject58.bin

image43.wmf
,

uvW

Î


oleObject59.bin

oleObject2.bin

image44.wmf
,

uvW

Î


oleObject60.bin

image45.wmf
112233112233

,2323,

uvuvuvuvvuvuvuvu

=++=++=


oleObject61.bin

image46.wmf
,,

uvwW

Î


oleObject62.bin

image47.wmf
111222333

,2()()3()

uvwuvwuvwuvw

+=+++++


oleObject63.bin

image48.wmf
111122223333

2()()3()

uwvwuwvwuwvw

=+++++


oleObject64.bin

image3.wmf
.

uv


image49.wmf
111122223333

2233

uwvwuwvwuwvw

=+++++


oleObject65.bin

image50.wmf
112233112233

(23)(23)

uwuwuwvwvwvw

=+++++


oleObject66.bin

image51.wmf
,,

uwvw

=+


oleObject67.bin

image52.wmf
,,

uvW

a

Î


oleObject68.bin

image53.wmf
112233

,23

uvuvuvuv

aaaa

=++


oleObject69.bin

oleObject3.bin

image54.wmf
112233

(23),

uvuvuvuv

aa

=++=


oleObject70.bin

image55.wmf
uW

Î


oleObject71.bin

image56.wmf
222

112233123

,2323

uuuuuuuuuuu

=++=++


oleObject72.bin

image57.wmf
222

123

,,0

uuu

³


oleObject73.bin

image58.wmf
222

123

230

uuu

++³


oleObject74.bin

image4.wmf
1122

.

uvuvuv

=+


image59.wmf
222

123

2300

uuuu

++=Û=


oleObject75.bin

image60.wmf
112233

,23

uvuvuvuv

=+-


oleObject76.bin

image61.wmf
222

123

,23

uuuuu

=+-


oleObject77.bin

image62.wmf
222

312

32

uuu

>+


oleObject78.bin

image63.wmf
,0

uu

£


oleObject79.bin

oleObject4.bin

image64.wmf
1122

,45

uvuvuv

=+


oleObject80.bin

image65.wmf
2

R


oleObject81.bin

image66.wmf
1133

,

uvuvuv

=+


oleObject82.bin

image67.wmf
3

R


oleObject83.bin

image68.wmf
222223

112233

,

uvuvuvuv

=++


oleObject84.bin

oleObject5.bin

oleObject85.bin

image69.wmf
,,

uvw


oleObject86.bin

image70.wmf
a


oleObject87.bin

image71.wmf
0,,0

vv

=


oleObject88.bin

image72.wmf
,,,

uvwuvuw

+=+


oleObject89.bin

image73.wmf
,.,

uvuv

aa

=


oleObject6.bin

oleObject90.bin

image74.wmf
,,,

uvwuwvw

-=-


oleObject91.bin

image75.wmf
,,,

uvwuvuw

-=-


oleObject92.bin

image76.wmf
11121112

21222122

uuvv

UV

uuvv

æöæö

==

ç÷ç÷

èøèø


oleObject93.bin

image77.wmf
22

M


oleObject94.bin

image78.wmf
1111121221212222

,

UVuvuvuvuv

=+++


image5.wmf
112233

.

uvuvuvuv

=++


oleObject95.bin

image79.wmf
1/2

2222

11122122

,

UUUuuuu

==+++


oleObject96.bin

image80.wmf
,

UV


oleObject97.bin

image81.wmf
1246

3508

UV

æöæö

==

ç÷ç÷

-

èøèø


oleObject98.bin

image82.wmf
u


oleObject99.bin

image83.wmf
v


oleObject7.bin

oleObject100.bin

image84.wmf
n

R


oleObject101.bin

image85.wmf
,0

uv

=


oleObject102.bin

image86.wmf
1002

1100

UV

æöæö

==

ç÷ç÷

èøèø


oleObject103.bin

image87.wmf
12

,,,

n

vvvV

Î

K


oleObject104.bin

image88.wmf
{

}

12

,,,

n

Hvvv

=

K


image6.wmf
23

,

RR


oleObject105.bin

image89.wmf
,0,1,2,...,

ij

vvijdanijn

=¹=


oleObject106.bin

oleObject107.bin

image90.wmf
{

}

12

,,,

n

Gvvv

=

K


oleObject108.bin

image91.wmf
1,1,2,...,,1

iii

vinatauvv

===


oleObject109.bin

image92.wmf
3

123

(0,1,0),(1,0,1),(1,0,1)

uuuR

===-Î


oleObject110.bin

oleObject8.bin

image93.wmf
3

R


oleObject111.bin

image94.wmf
123

,,

uuu


oleObject112.bin

image95.wmf
112233

123

111

.,.,.

vuvuvu

uuu

===


oleObject113.bin

image96.wmf
123

,,

uuu


oleObject114.bin

image97.wmf
123

,,

vvv


oleObject115.bin

image7.wmf
,.

uvuv

=


image98.wmf
123

,,

vvv


oleObject116.bin

image99.wmf
123

,,

vvv


oleObject117.bin

image100.wmf

oleObject118.bin

image101.wmf
W

proyu


image102.wmf
u


oleObject119.bin

image103.wmf
W


oleObject9.bin

oleObject120.bin

oleObject121.bin

image104.wmf
W

proyu

^


oleObject122.bin

oleObject123.bin

image105.wmf
W


oleObject124.bin

oleObject125.bin

image106.wmf
W

proyu


oleObject126.bin

oleObject10.bin

image107.wmf
u


oleObject127.bin

image108.wmf
W

proyu

^


oleObject128.bin

oleObject129.bin

image109.wmf
W

W

uproyuproyu

^

=+


oleObject130.bin

image110.wmf
W

W

proyuuproyu

^

=-


oleObject131.bin

oleObject132.bin

oleObject11.bin

image111.wmf
()

WW

uproyuuproyu

=+-


oleObject133.bin

image112.wmf
{

}

12

,,...,

r

vvv


oleObject134.bin

oleObject135.bin

image113.wmf
1122

,,...,

Wrr

proyuuvvuvvuvv

=+++


oleObject136.bin

oleObject137.bin

oleObject138.bin

image114.wmf
12

12

222

12

,,,

...

r

Wr

r

uvuvuv

proyuvvv

vvv

=+++


image8.wmf
q


oleObject139.bin

image115.wmf
{

}

12

,

vv


oleObject140.bin

image116.wmf
1

(0,1,0)

v

=


oleObject141.bin

image117.wmf
2

43

,0,

55

v

æö

=-

ç÷

èø


oleObject142.bin

oleObject143.bin

oleObject144.bin

image118.wmf
{

}

12

,,...,

n

bbb


oleObject12.bin

oleObject145.bin

image119.wmf
{

}

12

,,...,

n

sss


oleObject146.bin

image120.wmf
11

su

=


oleObject147.bin

image121.wmf
1

21

22221

2

1

,

W

us

suproyuus

s

=-=-


oleObject148.bin

image122.wmf
2

3132

333312

22

12

,,

W

usus

suproyuuss

ss

=-=--


oleObject149.bin

image123.wmf
2

414243

4444123

222

123

,,,

W

ususus

suproyuusss

sss

=-=---


oleObject13.bin

oleObject150.bin

image124.wmf
2

12

12

222

12

,,,

...

nnnn

nnWnnn

n

ususus

suproyuusss

sss

=-=----


oleObject151.bin

image125.wmf
{

}

123

,,

uuu


oleObject152.bin

image126.wmf
1

(1,1,1)

u

=


oleObject153.bin

image127.wmf
2

(0,1,1)

u

=


oleObject154.bin

image128.wmf
3

(0,0,1)

u

=


oleObject14.bin

oleObject155.bin

image129.wmf
123

,,

uuu


oleObject156.bin

image130.wmf
123

,,

sss


oleObject157.bin

oleObject158.bin

image131.wmf
123

,,

vvv


oleObject159.bin

image132.wmf
11

(1,1,1)

su

==


oleObject160.bin

image9.wmf
cos,00

.

000

uvjikaudanv

uv

jikaudanv

q

ì

×¹¹

ï

=

í

==

ï

î


image133.wmf
(

)

1

21

22221

2

1

,

2211

0,1,1(1,1,1),,

3333

W

us

suproyuus

s

æö

=-=-=-=-

ç÷

èø


oleObject161.bin

image134.wmf
2

3132

333312

22

12

,,

W

usus

suproyuuss

ss

=-=--


oleObject162.bin

image135.wmf
(

)

11/321111

0,0,1(1,1,1),,0,,

32/333322

æöæö

=---=-

ç÷ç÷

èøèø


oleObject163.bin

image136.wmf
123

21111

(1,1,1),,0,,

33322

sss

æöæö

==-=-

ç÷ç÷

èøèø


oleObject164.bin

image137.wmf
123

61

3

3

2

sss

===


oleObject165.bin

oleObject15.bin

image138.wmf
12

12

12

111211

,,,,

333666

ss

vv

ss

æöæö

====-

ç÷ç÷

èøèø


oleObject166.bin

image139.wmf
3

3

3

11

0,,

22

s

v

s

æö

==-

ç÷

èø


oleObject167.bin

image140.wmf
123

{,,}

Hvvv

=


oleObject168.bin

image141.wmf
123

(1,1,1)(1,2,1)(1,1,0)

vvv

===-


oleObject169.bin

oleObject170.bin

oleObject171.bin

oleObject16.bin

image142.wmf
{

}

12

,,...,

n

Svvv

=


oleObject172.bin

image143.wmf
uV

"Î


oleObject173.bin

image144.wmf
1122

,,...,

nn

uuvvuvvuvv

=+++


oleObject174.bin

image145.wmf
w


oleObject175.bin

image146.wmf
12

1111

(3,7),,

2222

wuu

æöæö

==-=

ç÷ç÷

èøèø


oleObject176.bin

oleObject17.bin

image147.wmf
123

221212122

(1,0,2),,,,,,

333333333

wuuu

æöæöæö

=-=-=-=

ç÷ç÷ç÷

èøèøèø


oleObject177.bin

image10.wmf
.

cos

.

uv

uv

q

=


oleObject18.bin

image11.wmf
11

22

32

ab

æöæö

ç÷ç÷

==

ç÷ç÷

ç÷ç÷

èøèø


oleObject19.bin

image12.wmf
T

ab

×


oleObject20.bin

image13.wmf
,

ab


oleObject21.bin

image14.wmf
(2,1,1)

u

=-


oleObject22.bin

image15.wmf
(1,1,2)

v

=


oleObject23.bin

image16.wmf
q


oleObject24.bin

oleObject25.bin

oleObject26.bin

image17.wmf
123123

(,,),(,,)

uuuuvvvv

==


oleObject27.bin

image18.wmf
uv

´


oleObject28.bin

image19.wmf
2313

12

2313

12

,,

uuuu

uu

uv

vvvv

vv

æö

´=-

ç÷

èø


oleObject29.bin

oleObject30.bin

image20.wmf
(1,2,2),(3,0,1)

uv

=-=


oleObject31.bin

image21.wmf
122

301

-

æö

ç÷

èø


oleObject32.bin

image22.wmf
221212

,,(2,7,6)

013130

uv

æ--ö

´==--

ç÷

èø


oleObject33.bin

oleObject34.bin

oleObject35.bin

oleObject36.bin

image23.wmf
uv

´


oleObject37.bin

image24.wmf
,

uv


oleObject38.bin

image25.wmf
.

uvu

´


oleObject39.bin

image26.wmf
.

uvv

´


oleObject40.bin

image27.wmf
222

2

.()

uvuvuv

´=-×


oleObject41.bin

image28.wmf
,,

uvwV

Î


oleObject42.bin

image29.wmf
a


oleObject43.bin

image1.wmf
u


image30.wmf
,,

uvvu

=


oleObject44.bin

image31.wmf
,,,

uvwuwvw

+=+


oleObject45.bin

image32.wmf
,.,

uvuv

aa

=


oleObject46.bin

image33.wmf
,0

uu

³


oleObject47.bin

image34.wmf
,00

uuu

=Û=


oleObject48.bin

oleObject1.bin

image35.wmf
n

R


oleObject49.bin

image36.wmf
,

n

uvR

Î


oleObject50.bin

image37.wmf
1122

,...

nn

uvuvuvuv

=+++


oleObject51.bin

oleObject52.bin

image38.wmf
1/2

1122

,...

nn

uuuuuuuuu

==+++


oleObject53.bin

oleObject54.bin

image148.gif




